Transformation de Laplace

Rappel 1. On appelle transformée de Laplace de f : [0;+o0o[— R, que 'on note £(f) ou encore F, la fonction définie

sur C par :
+o0
Vpe C,F(p) = f(t)e Plat
0

Exercice 1. Déterminer la transformée de Laplace de f, ou f est définie sur [0 : +oo[ par :

L f(t) =1 4. f(t) = sin(wt)
Qf():t ‘ = COS|\Ww
3f():€a 5f(t)_ <t>

Exercice 2. Déterminer les transformées de Laplace suivantes :

L L[+t — e 3U(t)]
2. L[(t+1)e 2 U(t)]

U est la fonction qui vaut 0 sur | — oo; 0] et 1 sur [0; +oo[ et s’appelle échelon de Heaviside.

Exercice 3. Déterminer les originaux suivants :

1. 5_1[(1)?%?4)] 4. L [@ — 5]

2. L7255 ] [p ]p
P+5)° 5. L7

3.5*[;”1 ] GE‘L
(p?+2p+5) : [(p+3)(p +3p+5)]

Exercice 4. Résoudre les équation différentielles suivantes sur [0; 4o00] :

"(t) + 32/ (t) + 2x(t) = 0 avec z(0) =1 et 2/(0) = 0.
"(t) + 62 (t) + 9x(t) = e 2! avec 2(0) = 0 et 2/(0) =
) —x(t) = 3e~ 2 +t2 + 1 avec z(0) =0 et 2/(0) =
) —4z(t) = 3e~t — t2 avec 2(0) = 0 et 2/(0) = 1.
"(t) + z(t) = €' cos(t) avec x(0) = 0 et 2/(0) = 0.
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Exercice 5. Soient f et U les fonctions définies sur R par f(z) = 2% et U(z) = {1 S? . -0
sixz >
1. Tracer le graphe de f.
2. Tracer le graphe de f x U.

3. Que dire de L(f) et L(fU)?

C’est pourquoi il est préférable de multiplier systématiquement par U les fonctions définies sur R dont on calcule les
transformées de Laplace. La fonction U présente d’autres intéréts.

4. Tracer le graphe de x — f(t — 2)U(t — 2). Comment qualifier cette transformation ?
5. Tracer le graphe de x — f(t — a)U(t — a), ou a est un réel positif.
6. Trouver une expression pour L(f(t —a)U(t —a)) en fonctino de L(fU), & aide du changement de variable ¢’ = ¢ — a.

Ce résultat est tres utile dans le calcul de transformées de Laplace.

Exercice 6. Déterminer les transformées de Laplace suivantes :
1. (t+5)U(t)

2. (t+3)U(t—2)

3.L[(E+2)UE) + (t+ 3)U(t — 2)]

Exercice 7. Résoudre, a l'aide de la transformation de Laplace, ’équation diffdérentielle :

y'() +y(t) =U(t) — Ut —2)

Exercice 8. Déterminer les transformées de Laplace suivantes :
1. E[Cos(t)e_tl/l(t)} 3. ,C[(COS(Zt) — Sin(t))e_?’tz/l(t)}
2. L[(5t)%e~5U(L)] 4. L[+t + e >U(t)]



