Calcul différentiel 11

Limite et continuité d’une fonction de deux variables
Exercice 1. Calculer, si possible, la limite suivante :

1
lim (22 + y?) sin(————
(x,y)ﬁ(ovo)( )sin( x? 4+ y?

22 + 3y si (z,y) # (1,2)

Exercice 2. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = )
0si (z,9) = (1,2)

La fonction f est-elle continue en (1,2)?

Dérivée directionnelle

Définition 1. Soit f une fonction définie sur un ouvert U C R? et (zo,y0) € U. On dit que f est dérivable en (xq, o)
selon le vecteur (h,k) si la fonction t — f(xo+th,yo+tk) est dérivable en 0. Le nombre dérivé de cette fonction, s’il
existe, s’appelle le nombre dérivé de f en (xo,yo) selon le vecteur (h, k), que l'on note Dy, ) f(wo,y0). Autrement dit :

Dny f (0, y0) = lim I (o Y% : ) — f(o, y0)

s1 cette limite existe

Exercice 3. 1. a. En utilisant la définition précédente, écrire Dy o) f(z0,%0). Que retrouve-t-on ?
1. b. Que vaut D(Oyl)f(xo,yo) ?
$3 3
On considere la fonction f définie sur R? par f(z,y) = {M st (z,9) # (0,0)
0si (z,y) = (0,0)
2. Prouver que f est continue en (0,0).
3. Calculer le nombre dérivé de f en (0,0) selon la direction (h, k).

4. En déduire %(0,0) et %(0,0).

Exercice 4. Soit f : R? — R une fonction dont la différentielle en (0,0) est L(h, k) = 22 — 3y.
L. Déterminer D5 3)f(0,0).
2. Déterminer 9£(0,0) et 3—5(0,0).

Différentielle des fonctions de deux variables

Définition 2. Soit f une fonction définie sur un ouvert U C R? et (xg,y0) € U. On dit que f est différentiable au
point (xg,yo) s’il existe une application linéaire L : R* — R vérifiant :

i L@+ hiyo + k) — flzo,50) — L(h k)

-0
(h,k)—(0,0) [[(h, k)|

L s’appelle alors la différentielle de f au point (o, yo).

Exercice 5. Soient f : R?> — R définie par f(x,y) = 2% — y? et (20,90) € R? En utilisant la définition de la
différentiabilité, montrer que Iapplication linéaire L : R> — R définie par

V(h, k) € R%, L(h, k) = 3z3h — 2yok
est la différentielle de f au point (z, yo).

Exercice 6. Soient f : R?> — R définie par f(x,y) = 322 + 2y? et (z0,50) € R? En utilisant la définition de la
différentiabilité, montrer que I'application linéaire L : R?> — R définie par

V(h, k) € R%, L(h, k) = 6xoh + 4yok
est la différentielle de f au point (z, yo).

Exercice 7. Soit f: R? — R différentiable en (g, 7). On note L(h, k) = ah + bk la différentielle de f en (xo,yo)-
1. Calculer L(1,0) et L(0,1).

2. Exprimer a et b a I'aide de %(wo, Yo) et g—g(xo,yo).

3. En déduire une formule pour L(h, k).



Dérivées partielles

Exercice 8. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

1. fl(:c,y) ==z — r
2. folz,y) = éiOS(x +y) fé‘ ;422 y§ _ izy—;il(yx )
3. fg(a:,y) = y Iy /

Exercices communs

Définition 3. Soit U un ouvert de R%. Une fonction f : U — R? est dit continiment différentiable, ou de classe
C! sur U si elle est différentiable en tout point de U et si (xq,y0) — Lzy.y0) €8t continue.

Théoréme 1. Soit U un ouvert de R?. Une fonction f : U — R? est de classe C! sur U si, et seulement si, ses dérivées
partielles existent et sont continues sur U.

o 1,2
Exercice 9. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = ‘EQJT?F st (z,9) # (1,2)
0si (z,y) =(1,2)

. Etudier la continuité de f sur R%\{(0,0)}.

. Etudier la différenttiabilité de f sur R%\{(0,0)}.
. Montrer que f est de classe C'! sur R2\{(0,0)}.
. Etudier la continuité de f en (0, 0).

. Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

a
b
c
a
b
c. f est-elle de classe C! sur R??

N NN~ = =

Lsi (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

Pour chacune des fonctions suivantes, préciser si elle est continue, différentiable, conintiment différentiable en (0,0) :
2,2

(@) €R? = s 1 y)£00)

73
z,y) € R = 5 1 ) 200)
R 21
€ = T 4y2 ~(z,y)#(0,0)
4

Exercice 10. On note 1(, )+ (0,0) la fonction qui vaut {

—_

)
)
) € R? = sl y)£00)
) €R? = (22 +9?) Sin(\/x;TyQ)l(m,y)#(Oﬂ)



