Suites - Théorémes de convergence

Théoreme 1. Toute suite de réels croissante et majorée converge.

Théoreme 2. Toute suite de réels décroissante et minorée converge.
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Exercice 1. On considere la suite (uy,)pen définie par ug =0 et up41 =
1. Prouver que (uy,)nen est croissante.

2. Prouver que (uy)nen est majorée par %
3. Conclure.

Exercice 2. Trouver :
1. une suite de réels croissante qui ne converge pas
2. une suite de réels majorée qui ne converge pas

Exercice 3. Soit (uy) la suite définie par up € R et up4+1 = f(uy) ot f: R — R est une fonction croissante.
1. On suppose que uy < uj. Prouver que (uy) est croissante.

2. On suppose que ug > uj. Prouver que (uy) est décroissante.

3. Applications :

3.1.1. ug = % et Upt1 = /Un. Etudier les variations de (up)-

3.1.2. Prouver que (uy) est majorée par 1. Conclure.

3.2.1. up = 2 et upq1 = \/Un. Etudier les variations de (up).

3.2.2. Prouver que (uy) est minorée par 1. Conclure.

Exercice 4. On considere la suite définie par uo € R
Upt1 = € — 2, pour n >0
1. Trouver f telle que up+1 = f(uy).
2. Soit g la fonction définie par g(z) = f(z) — x.
2.1. Dresser le tableau de variation de g.
2.2. Prouver qu’il existe o < 0 et 5 > 0 tels que g(a) = g(5) = 0.
2.3. En déduire le signe de g.
3. On suppose que (uy,) converge vers .
3.1. Prouver que g(I) = 0.
3.2. En déduire les valeurs possibles pour /.
4. On suppose que ug < uj. Prouver que (uy,) est strictement croissante.
5. Que dire si ug > u1 ?
6. En utilisant la question 2.3, trouver pour quelles valeurs de ug on a ug < u; et pour quelles valeurs de ug on a ug > ug.
7. On suppose que ug < a.
7.1. Prouver que (uy) est majorée par a.
7.2. Conclure.
8. On suppose que a < ug < .
8.1. Prouver que (u,) est minorée par a.
8.2. Conclure.
9. On suppose que ug > .
9.1. Prouver que (uy,) ne peut pas étre majorée.
9.2. Conclure.
10. Représenter graphiquement 1’étude précédente.

Suites adjacentes

Définition 1. On dit que les suites réelles (un)nen €t (Vn)nen sont adjacentes si :
— (un)nen est croissante et (v )nen est décroissante
— pour tout n > 0, u, < vy,
— lim (v, —up) =0
n—-+oo
Théoréme 3. Si (up)nen €t (Vn)nen sont deux suites adjacentes, alors :

— (Un)nen €t (p)nen convergent

— lim wu, = lim v,
n—-+o0o n—-+o0o



Exercice 5. Parmi les suites (up)nen €t (vp)nen suivantes, préciser, en justifiant, lesquelles sont adjacentes :
1. unzl—n%rletvn:1+—n21+1
2. un:—n%rl etvn:1+%

k=n 1 k=n 1 1
3. unzzget U":ZH+7n.n!
k=1 k=1

n

n
1 1 1
Exercice 6. On considere les suites (Sy)nen+ et (1)), oy définie par S, = Z e et T,, = Z e + e
k=1 k=1
Prouver que les suites (.5,,) et (73,) sont adjacentes.

E(z10™)

1+E(z10™)
" :

Exercice 7. Soit © € R. On consideére les suites (uy)nen €t (vn)nen définies par u, = o

1. On suppose que x = . Calculer ug, uq, ug, vg, v1 et vo.
2. Prouver que (uy,) est croissante.

3. Prouver que (v,) est décroissante.

4. Prouver que (uy) et (v,) sont adjacentes.

5. Conclure.

et v, =

Suites extraites

Définition 2. On dit que (v,)nen est une suite extraite (ou sous-suite) de (up)nen i il existe une fonction ¢ : N — N,
strictement croissante, telle que Yn € N, vp, = ug(y)-

Proposition 1. Si (u,) est une suite qui converge vers l, alors toute suite extraite de (uy) converge aussi vers l.

Théoréme 4. Théoreme de Bolzano-Weierstrass.
Toute suite bornée admet une suite extraite qui converge.

Exercice 8. Formuler la contraposée de la proposition 1.

Exercice 9. Soit (uy) la suite définie par u, = (1 + (=1)")n.

1. Calculer ug, puis lim wus,.
n—-+00

2. Calculer uon41 puis lim  uon41.
n——+oo

3. Que peut-on dire de (uy,) ?

Exercice 10. On considére une suite réelle (uy,)nen. Parmi les suites suivantes, préciser lesquelles sont extraites de la
suite (un)nen; si la suite est extraite, préciser ¢(n), si elle ne l'est pas justifier pourquoi :

1. v, = ugn, pour tout n € N

2. Uy = Up41, pour tout n € N

3. v = u sy, pour tout n € N

4. vy = Ugny3, pour tout n € N

Exercice 11. On considere la suite (u,)nen définie par u, = cos(7y").
1. Représenter graphiquement cette suite.

2. Calculer ugy,, pour n € N.

3. Trouver 5 autres suites constantes, extraites de (un)nen

Exercice 12. On considere (u,,), la suite définie par

5n? + sin(n)
3(n +2)? cos(%F)

Up =

1. Calculer, puis étudier la limite de (uiop).
2. Prouver que (u,,) est divergente.

Exercice 13. Prouver que la suite (sin(n)) a une suite extraite qui converge.



