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Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 1. Soit E un R-espace vectoriel et F' une partie de E (F C E). Alors F est un sous-espace vectoriel de
E si, et seulement si :

— Og e F

— Y(u,v) € F2, u+v € F (stabilité par addition)

— VA eR,Vu € F, \u € F (stabilité par multiplication par un scalaire)

Proposition 1. Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel est un espace vectoriel.
Exercice 1. Dans la définition 1. de quel + et de quel . s’agit-il ?

Exercice 2. Soit G = {(z,y,2) € R3|x +y + 2z = 0}.

1. Dans quel espace vectoriel I’ensemble G est-il inclus ? On appelle E cet espace vectoriel.
2. Prouver que G est un sous-espace vectoriel de E.

3. Trouver un vecteur normal & tous les éléments de G (penser au produit scalaire).

4. Représenter graphiquement G.

Exercice 3. Soit E l’espace vectoriel des applications de R dans R. Parmi ces parties de F, lesquelles sont des
sous-espaces vectoriels de £ 7

1. i ={f € E, f est de classe C'}. 4. Fy={f€E, ngjrﬂoo f(x) =0}
2. B, ={feh, f(3)=5} 5. Fs={feE VzeR, f(z+1) = f(z)}.
3.y ={feF, 3f(1)=f(®)+f(-1} 6. Fg 'ensemble des applications de E qui sont bijectives.

Combinaisons linéaires et intersections d’espaces vectoriels

1 0
Exercice 4. Soit i = [0 | et j = | 1| deux vecteur de R3.
0 0

1. Donner un exemple de combinaison linéaire de i et de j.
2. Trouver un vecteur qui n’est pas combinaison linéaire de ¢ et de j.
3. Quel est ’ensemble de toutes les combinaison linéaire de ¢ et de j 7 Le représenter.

Exercice 5. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
1. Prouver que F' N G est un sous-espace vectoriel de E.
2. Tlluster pour E = R3.

Exercice 6. Soient les vecteurs a = (1,3,0) et b = (2,1,1) dans E = R3. Déterminer si les vecteurs suivants sont

des combinaisons linéaires de a et b.
1wy =(1,1,1) 3.us =(0,1,1).

2. uz = (1,0,0) 4. ug = (1,-2,1).

Exercice 7. Soient les vecteurs a = (—1,2,0) et b= (1,1,1) dans E = R3. Déterminer si les vecteurs suivants sont

des combinaisons linéaires de a et b.
Loup = (-3,0,-2) 3. u3 = (—1,8,2).

2. up = (3,4, —2) 4. uy = (1,2,3).

Exercice 8. Soient les fonctions f; = sin et fo = cos dans l'espace vectoriel E = R®. Les fonctions suivantes de E

sont-elles des combinaisons linéaires de fi et fo?
1. g1 = 0.

2. gao(x) = 3sinx + 2 cos x.

3. g3(x) =sinz cosx.

4. g4(x) = cos(z + 2).
5. g5(z) = x3sinx + x cos .

Exercice 9. Soient £ = R*, v; = (1,-1,0,0), va = (0,1, —1,0) et v3 = (0,0,1, —1).
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que u = (z,y, z,t) soit combinaison linéaire de vy, va, vs3.

Exercice 10. Soit £ = RY ( I'ensemble des suites définies sur N et & valeurs réelles). Les parties suivantes de E
sont-elles des sous-espaces vectoriels ?

1. F} ensemble des suites (u,) vérifiant ug = 0. 5. F5 = Fy U F3.
2. F» I’ensemble des suites convergentes. 6. Fs = F1 N F5.
3. F3 'ensemble des suites bornées. 7. Fr = F,N Fs.
4. Fy = F1 U F5. 8. Fys=F — Fy.



Exercice 11. On considere le R-espace vectoriel Ro[X] = {aX? + bX + ¢ | (a,b,c) € R3}. Soit P, = (X — 1)
Py=(X—-2)?2et P3= (X —3)%

1. Prouver que P;, P, et P sont dans Ro[X].

2. Prouver que X est combinaison linéaire de P;, P» et Ps.

3. 1 et X? sont-ils combinaisons linéaires de P;, Py et P3?

Sommes, sous-espaces vectoriels engendrés

Définition 2. Soit E un R-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F' et
de G l’ensemble noté F' + G défini par F+ G ={x+y | x € F ety € G}. On a alors que :

1. F 4+ G est un sous-espace vectoriel de E

2. F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F et G
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Exercice 12. Soit v = | =1 ] et v = [2]. On considéere F et G les sous-espaces vectoriels de R3 définis par
0 0

F={ u|XeR}et G={ v ]| AeR}.
1. Représenter graphiquement F' et G.
2. Déterminer F + G.

3. A-t-on F@ G?

Définition 3. Soit ?1, 72, e 2, des éléments d’un R-espace vectoriel E. On apelle espace vectoriel engendré
par T1, Ta, ..., Tn, noté Vect({?l, o, ..., 7n}) Uensemble des combinaisons linéaires de Z1, T2, ..., Tn.
Autrement dit,

e Veet{Z1, oy Tn} < AL A2, M) ERY T =M T 14+ X T o+ ..+ A Tn

7 2 -1 0
. : 4 - —17 -1 0 -7 s
Exercice 13. Soit £ = R*. Soient u = 15 ,U = 0 ,W = 3 et z = 9 des éléments de E.
17 3 —4 2

Le vecteur u appartient-il & Vect({v,w, z})?

Exercice 14. Soit E = R?. On considere les vecteurs u = (1,2,3) et v = (3,2,1). Soit (z,y,z) € R3. Trouver une
condition sur x,y et z pour que (z,y, z) appartienne a Vect({u,v}).

Définition 4. Soit £ un R-espace vectoriel, F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. On dit que :
1. F et G sont en somme directe, et 'on note F ® G, si FNG = {0g}
2. F et G sont supplémentaires si F &G =FE

Exercice 15. Les droites vectorielles engendrées par <1) et ( 1

> sont-elles supplémentaires dans R? ? On pourra

commencer par illustrer le probleme.
Exercice 16. La droite vectorielle engendrée par (1,1,0) et le plan Oy sont-ils supplémentaires dans R? ?

Exercice 17. On note E 'ensemble des fonctions continues sur R & valeurs dans R. Soit F' = {f € E, f(1) = 0}.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de FE, puis en donner un espace vectoriel supplémentaire.

1
Exercice 18. On note F I’ensemble des fonctions continues sur R a valeurs dans R. Soit F' = {f ek, / ft)dt = 0}.
0

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F, puis en donner un espace vectoriel supplémentaire.



