Séries de Fourier 11

Restrictions de fonctions

Définition 1. Soit E C R un ensemble et f : E — R une fonction. Soit I un intervalle inclus dans E. On appelle

. . . o I - R
restriction de f a I, que l'on note f|,, la fonction définie par T

Exercice 1. On considere les fonctions I Hi R g+ [0 +00] : R e Ii : R iR = R

%
2 x cos(z) r = x|

1. Tracer les graphes de :
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. g est-elle C07 C1?
. Donner une restriction de g qui est C'.
i est-elle C07 C1?
Oy est-elle C1?
. Donner une autre restriction de i qui est C*.
f:0;1 — R
z — 2z+1

2. Existe-t-il une fonction g, C?, définie sur [0; 1] telle que f = Iours ?
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Exercice 2. On considere la fonction . 1. Tracer le graphe de f.

3. Méme question avec O,

fi-151 —- R
T r+1
2. Existe-t-il une fonction g, C, définie sur [—1;1] telle que f = Iy ?

Exercice 3. On considere la fonction . 1. Tracer le graphe de f.

3. Méme question avec O,
fi-11 —- R

Tz = V1—2?
2. Existe-t-il une fonction g, CV, définie sur [—~1;1] telle que f = - ?

Exercice 4. On considere la fonction . 1. Tracer le graphe de f.

3. Méme question avec C1.

:10; 1 R
Exercice 5. On considere la fonction 10 1 :

I 11 . 1. Tracer le graphe de f.
—T

2. Existe-t-il une fonction g, C?, définie sur [0;1] telle que f = Iou| ?
3. Méme question avec C1.

Fonctions C° et C' par morceaux

Définition 2. Soit [a;b] un intervalle. On appelle subdivision de [a;b] une suite finie de réels ap < a1 < ... < a, telle
que ag = a et a, = b.
Une telle subdivision a n + 1 éléments.

Exercice 6. 1. Donner un exemple de subdivision de 'intervalle [0; 1]. Préciser son nombre d’éléments.
2. Donner un exemple de subdivision de l'intervalle [—7; 7]. Préciser son nombre d’éléments.
3. Donner une subdivision & 6 éléments de 'intervalle [0; 10].

Exercice 7. Donner la subdivision & n + 1 éléments de l'intervalle [0;1], telle que la distance entre deux éléments
consécutifs est constante.

Définition 3. Soit [a;b] un intervalle et f : [a;b] — R une fonction. On dit que f est CO par morceaux sur [a;b] s’il
existe une subdivision a = ag < a1 < ... < ap = b telle que f|4;:q,., €5t la restreition d’une fonction CY sur [a;; a1,
pour i allant de 0 a n — 1.
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Exercice 8. On considere la fonction f définie sur [—1;2] par f(z) = ¢ ~, )
rr—1sil<az<?2

—1lsiz=2
1. Tracer le graphe de f.
2. Prouver que f est CY par morceaux.
3. f est-elle C'' par morceaux ?
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Exercice 9. On consideére la fonction f définie sur [—1; 1] par f(z) = {O i 0
six =
1. Tracer le graphe de f.

2. f est-elle C¥ par morceaux ?

Définition 4. Soit [a;b] un intervalle et f : [a;b] — R une fonction. On dit que f est C par morceaux sur [a;b] s’il
existe une subdivision a = ag < a1 < ... < ap = b telle que f|4;:q,., €5t la restrcition d’une fonction Cl sur [ag; ai41],
pour i allant de 0 a n — 1.

Exercice 10. On considere la fonction f paire définie sur [—2;2] vérifiant f(z) =1— |z —1|si 0 <z < 2.
1. Tracer le graphe de f.

2. f est-elle C° par morceaux? C°?

3. f est-elle C'! par morceaux ?

Exercice 11. On consideére la fonction f paire définie sur [—2;2] vérifiant f(z) = /1 —(z —1)?2si 0 < < 2.
1. Tracer le graphe de f.

2. f est-elle CY par morceaux ? C°?

3. f est-elle C'' par morceaux ?

Définition 5. Soit f: R — R une fonction 2n—périodique. On dit que f est C* par morceauz (sur R) si f est C* par
morceaux sur [—m;|.

Exercice 12. On considere la fonction f définie sur R, 2r—périodique, impaire, vérifiant f(z) = sin(z) + 1 pour |0; 7[.
1. f est-elle C°? C° par morceaux ?
2. f est-elle C'? C' par morceaux ?

Régularisée d’une fonction

Définition 6. Soit f une fonction C° par morceauz définie sur un intervalle I. On appelle régularisée de f, que l'on
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note f, la fonction définie par f,(x) , pour x € I. f(xt) (resp. f(x7)) désigne la limite a droite (resp. a

gauche) de f en x.

—1si0<z< T
Exercice 13. On considere la fonction f définie sur R, 2r—périodique vérifiant f(x) = ) - 2
Isig<z<m
1. f est-elle C°? C° par morceaux ?
2. f est-elle C'? C'' par morceaux ?

3. Déterminer la régularisée de f.



