Séries de Fourier

Théoremes de convergences

Théoréme 1. Théoréme de Parseval.
Soit f: R — R une fonction 2m—périodique et continue par morceaur. On a alors la formule de Parseval :
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Exercice 1. On sait que si f est définie sur R, 2r—périodique, continue par morceaux, alors
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1. Exprimer a,(f) en fonction de co(f).
2. Exprimer ¢, (f) et c_,(f) en fonction de a, f(b) et b,(f).
3. En déduire la deuxieme formulation de 1’égalité de Parseval.

Théoreme 2. Théoréme de Dirichlet.
Soit f : R — R une fonction 2n—périodique C' par morceaux. Alors pour chaque x € R, la série de Fourier en x est une
série numérique convergente et

alf) | Z <an cos(nz) + b (f) sin(m;)> = fr(2)

ou f, est la régularisée de f.
Exercice 2. Soit f : I — R une fonction. Prouver que si f est continue en xg, alors f,.(z¢) = f(xo).

Théoréme 3. Théoréme de Dirichlet. Autre formulation.
Soit f : R — R une fonction 2n—périodique C' par morceaux. Alors pour chaque x € R, la série de Fourier en x est une
série numérique convergente. De plus, si f est continue en x,

(an cos(nz) + by(f) sin(nw)) = f()

et sinon,

x~ rt
+ Z <an cos(nx) + by (f) sin(nm)) - f()‘;f()

Exercice 3. On considere la fonction 2m-périodique, définie sur R, par Vz € [—m; 7], f(z) = |z|.
1. Tracer le graphe de f.
2. Déterminer ses coefficients de Fourier.
3. Justifier que f coincide avec sa série de Fourier sur R.
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Exercice 4. Soit f une fonction 27-périodique, définie sur R et vérifiant v €] — 0}, f(2)
Vo €]0;w[, f(x) =
1. Tracer le graphe d’une telle fonction.
2. Déterminer ses coefficients de Fourier ainsi que sa série de Fourier.

3. Appliquer le théoreme de Dirichlet a cette fonction.



Exercice 5. On considere la fonction 27-périodique, définie sur R par f(t) =t? si t € [—m; 7).
1. Tracer le graphe de f.

2. Déterminer la série de Fourier de f et appliquer le théoreme de Dirichlet.

3. En prenant t = m, retrouver un résultat connu.

Exercice 6. Pour chacune des fonctions suivantes :
— tracer le graphe de f
— calculer les coefficients de Fourier (réels) de f
— en déduire les sommes demandées

1. f : R — R 2r—périodique, paire, telle Vx € [0, 7], f(x) = 2“’6 . En déduire Zn 0 W’ et n2 et Zn 1 n4

2. f: R — R 2r—périodique, impaire, telle Vo € [O,ﬂ'],f(l’) = x(w — z). En déduire 129 2n—i1-)1)3’ e (2n+1)6 et
+oo 1.
n=1 nb"

3. f:R — R 27r—périodique, telle Vx €] — 7, 7], f(x) = sin(5). En déduire S~ )"%.

4. f : R — R 2n—périodique, telle Vx € [—m, 7], f(z) = cosh(Az) (A est un réel strictement positif donné). En déduire
+oo (=1 too 1 4
n=1 \24n2> n=1 )\2+n2 ()\2+n2)

5. f : R — R telle que Vz € R, f( ) = sup(0, sin(z)). En déduire Y129 4n21_1.




