Calcul différentiel 1

Topologie dans R?

Exercice 1. 1.a. Quelle est la distance entre —2 et 37
1.b. Calculer 3 — (—2).

2.a. Quelle est la distance entre —3 et —57

2.b. Calculer —5 — (—3).

3. Quelle est la distance entre z et y?

Exercice 2. On considere 'ensemble B,, = {xr € R | |z —a| < r}.

1.a. Ecrire I'ensemble By 3.

1.b. Représenter graphiquement cet ensemble. Quel est le centre de cet intervalle 7 Quelles sont ses extremités ?

2.a. Représenter graphiquement B, .

2.b. Quel est le centre de cet intervalle 7 Quelles sont ses extrémités ?

2.c. Ecrire B, sous la forme d'un intervalle. Ce résultat est tres important et peut se formuler de la fagon suivante :
un intervalle ouvert est ’ensemble des nombres dont la distance au centre est inférieure a une valeur donnée.

3. Trouver a et r tels que By, =] — 2;10].

Exercice 3. On rappelle la définition de la limite : on dit que f : R — R tend vers | quand z tend vers a si :
Ve>0,3a>0:VzeR,jz —a| <a=|f(zx) - <e
Réécrire la définition avec la notation By .

Définition 1. On appelle norme sur R? une application ||.|| : R? — R telle que :
1.VU e R2||d||=0= o = (0,0) (séparation)

2.VU € R2ZVYA e R, |NU|| = |AL||[T]|| (homogénéité)

SNVU, T e R || + || < |||+ ||V]| (inégalité triangulaire)

Remarque : une norme permet d’étendre la notion de valeur absolue ¢ R2.

Exercice 4. Soit U = (‘;) On définit ||.||1, ||-]|2 et ||-]|cc Par :

a. |[|1 = [a] +|y|
b [z = v/a? + 42
e | |loo = sup(fz], yl)

Prouver que ||.||1, ||.||2 et ||.||co sont des normes sur R2.

Exercice 5. Prouver que ||.||1, ||.]|2 et ||.]|co sONt équivalentes.

Exercice 6. On note By(a,r) = {U = (;) € R2 | N(W) < r} la boule ouverte de centre a et de rayon r pour la

norme N.
Réprésenter les ensembles BHHI(O’ 1), B||H2(0’ 1) et BHHoo(O’ 1).

Fonctions de deux variables réelles a valeurs réelles

Exercice 7. Donner le domaine de définition des fonctions suivantes :

L f(w,y) = YO 3. h(z,y) = In(3z +y + 1)
/ ; — Jzty
2. g(x,y) = _Zﬁﬂﬂ doi(z,y) =/

Exercice 8. Déterminer les lignes de niveau des fonctions définies sur R? par :
1. f(z,y) =3z —2y+2
2. g(z,y) =¢€e¥""

Exercice 9. Soit f la fonction définie par f(x,y) = In(z? + y?).
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Calculer f(1,0) et f(1,2).

3. Déterminer les lignes de niveau de la fonction f.

4. Donner les fonctions partielles de f.



Limite et continuité d’une fonction de deux variables

Définition 2. On dit qu'une fonction f : U C R2 — R définie au voisinage d’un point @ admet une limite finie | en

a si

Ve>0,3a>0:VU €U, |0 - d||<a=|f(A)—1] <e

Proposition 1. Soient f : U C R? — R définie au voisinage d’un point @ = (Ta,Ya) €t l € R. On a équivalence entre :

1. lim z,y) =1
(z,y)—(%a,Ya) f( y)

N : _ : _
2.Y(xn,yn) €U ,nggloo(wmyn) = (T, Ya) = nglfoof(xmyn) =1

Exercice 10. Calculer (Z,y%igbo)(aﬂ + y?) sin( x21+y2).

Définition 3. Soit f: U C R2 — R. On dit que f est coninue en (a,b) € U si ( 1)1Hl( b)f(:n,y) = f(a,b).
x,y)—(a,

s (0,y) # (0,0)
0'si (a,y) = (0,0)

Exercice 11. On considere la fonction f définie par f(z,y) = {

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Les fonctions partielles z — f(z,y) et y — f(z,y) sont-elles continues en 07
3. Etudier la continuité de f sur R?\{(0,0)}.

4. f est-elle continue en 07

Dérivées partielles des fonctions de deux variables

Définition 4. Soit f : U C R? — R une fonction de deux variables. On dit que f est dérivable par rapport & la premicre
variable en (z9,yo) si la fonction x — f(x,yo) est dérivable en g ; le nombre dérivé est alors noté g—’;(:no,yo). On a une
définition similaire de la dérivabilité par rapport a la seconde variable.

Exercice 12. Soit f une fonction définie sur R?. Ecrire la définition de la dérivabilité de f par rapport a la deuxieme
variable.

Exercice 13. Apres avoir donné les ensembles de définition, calculer les dérivées partielles premieres de :
1. f(x,y) =32°y3 — 2y + 4y + 1

2. g(z,y) = (' —°)°

3. h(z,y) = ,/%

4. f(z,y, 2) = 3xtz + 223

Exercice 14. Donner les ensembles de définition et d’arrivée, puis calculer les dérivées partielles des fonctions sui-
vantes :

1. f(z,y) = e* cos(y)

2. f(z,y) = (2% + y?) cos(zy)

3. f(z,y) = 1+ 22y?

Exercice 15. Soit f et g deux fonctions définies sur R? de classe C'*. On pose F(z,y) = f(z,y)g(z,y). On admet que
F est de classe C' sur R2.
1. Trouver une formule pour %—i et %—5 (indication : (uv) = u'v 4+ wv’)

2. Appliquer la formule trouvée avec f(x,y) = cos(zy) et g(x,y) = /a2 + y2.

Exercice 16. La loi des gaz parfaits peut prendre la forme : PV = nRT ou n est le nombre de moles, T" la température,

: oV 9T 9P
V' le volume, P la pression et R une constante. Prouver que 575557 = —1.
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Exercice 17. Déterminer %, g—yg’, adxgy et 88yazx pour la fonction z définie par z(z,y) = 2% — 5ay + 2.

Exercice 18. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 23y + e*¥.
1. Calculer les dérivées partielles premieres de f.
2. Calculer les dérivées partielles secondes de f. Que remarque-t-on ?

Pf _
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Exercice 19. On dit qu'une fonction f est harmonique si : % + oz = 0 sur son domaine de définition. Démontrer

que les fonctions suivantes sont harmoniques :
L f(z,y) =In(v/2? +y?)

2. g(x,y) = arctan()

3. h(z,y) = e *cos(y) + e ¥ cos(z)



Exercice 20. Soit f(z,y) = { 0 sl (m’,yi = (0,0)

(22 4+ y?) sin(@) si (z,y
f est-elle de classe C!?

Exercice 21. Soit f(x,y) = arctan(z? + y).
af ., of
1. Calculer 7 et T
2. u et v sont deux fonctions de classes C! définies sur R2. Soit F(z,y) = arctan(u(x,y) + v(z,y)). Exprimer %—5 et %—5

. du Ou Jv v
en fonction de §7, 9y oz €t 5y

Exercice 22. On considere la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 2% — sin(zy).

1. Déterminer les dérivées partielles premieres et secondes de la fonction f.
2. Calculer Vf(1,0).
3. Déterminer la matrice hessienne de f.



